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Herbert Moller
Physik des Schaukelns und parametrische Verstarkung

1. Einleitung

Das Schaukeln erfreut sich bei jung und alt grofler Beliebtheit. Es diirfte daher von
Interesse sein, die physikalischen Grundlagen des Schaukelns naher zu untersuchen
und z.B. der Frage nachzugehen, nach welchen Gesetzen man die Schaukelbewegung
einleiten kann, ohne sich vom Boden abzustoflen bzw. sich anschubsen zu lassen,
oder wie man vorgeht, um die Amplituden der Schaukel im Sitzen oder im Stehen
zu vergroflern. Es ist bemerkenswert, dafl bei letzterem uw.a. ein Vorgang eine Rolle
spielt, der als parametrische Verstirkung iiber einen Frequenzbereich von ca. 1014 Hz
vielfaltige Anwendungen findet. Die parametrische Verstarkung wird beim Schaukeln
vor allem in stehender Position (Schiffsschaukel) zur Vergréferung der Amplituden bis
zum Uberschlag angewendet.

2. Energiezufuhr durch plotzliche Schwerpunktsverlagerung
Beobachtet man den Fahrgast einer Schiffsschaukel, so erkennt man, dafi er zwecks
Amplitudenzunahme u.a. jeweils in unmittelbarer Nahe des hochsten Bahnpunktes
in die Hocke geht und sich anschlieBend annahernd im tiefsten Bahnpunkt wieder
aufrichtet. Zum leichteren Verstindnis des hier auftretenden Verstarkungsmechanis-
mus empfiehlt es sich, die in Wirklichkeit ablaufenden Vorgange auf ein einfaches
Modell zu reduzieren, bei dem die Gesamtmasse des Fahrgastes als eine in seinem
Schwerpunkt S vereinigte Punktmasse angesehen wird und die Masse der Schaukel-
teile, die Lagerreibung und der Luftwiderstand vernachlissigt werden. Ferner soll
das Niederhocken und Aufrichten plotzlich vor sich gehen, soda die in Abb. 1
gezeigte Bahnkurve ABCDE des Schwerpunkts S entsteht.
Liegt zu Beginn des Vorgangs der Schwerpunkt im Punkt A, so hat S anfangs die
Hohe H, iber dem tiefsten Bahnpunkt B. Nach dem Energiesatz gilt dann fiir die
Geschwindigkeit v; von S in B: v, = v Eg—I-TI . Beim Aufrichten in B verschiebt sich
dann S gemif Voraussetzung in radialer Richtung um die Strecke BC = h . Wah-
rend dieses Anhebens tritt daher kein Drehmoment beziglich des Aufhangepunktes
(Drehpunkt) O der Schaukel (s. Abb. 1, [9]) auf, und der Drehimpuls der Masse m
bleibt erhalten (Flachensatz). Folglich gilt:

(1 + h)v,= lv, oder v, = v;(1+ h/l).
Auf Grund der Geschwindigkeit v, erreicht der Schwerpunkt S die Hohe H, iiber
dem Punkt C, fir die gilt:

Hy = v,7/28 = vy (1+1/1)% /25 = H,(1+1/1)* .
Dafl sich die Schaukelbewegung durch das Anheben von S verstirkt hat, erkennt
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man durch den Vergleich der beiden Winkel ¢, und ¢, , welche die Gerade SO zu
Beginn und am Ende der 1. Halbschwingung mit der Lotrechten OB bildet. Wegen:
H; = (1+h)(1- cos 9,), Hy = 1(1- cos p;) und 1-cosp = 2sin%(p/2) folgt:
sin%(9,/2) = (1+b/1)>sin%p,/2), und damit ¢; > @, . (1)
Geht der Fahrgast im Punkt D
—_— . wieder in die Hocke, so verschiebt
sich S um die Strecke h von D
nach E. Nach seinem Zuriick-
schwingen bis B kann er sich
wieder aufrichten und S erneut
um h anheben. Beim Weiter-
schwingen erreicht er dann einen
Winkel @, mit ¢, > ¢, . Durch
laufendes Fortsetzen dieses "Pump-
vorgangs” entsteht schlieBlich der
Winkel ¢,,. Fur diesen gilt:
sin(Py/2) =(1+b/1)>* %sin(po/2); (2)

Zeichnet man die Graphen von :

y; = sin(9/2) und von

Yo = (14+h/1)Y° - sin (§/2), so erhalt

man gemaf Abb. 2 ein anschauli-

ches Bild der Zunahme der Winkel

in den Umkehrpunkten. Fir Abb. 2

wurde speziell h=05m, 1=25m,

] - - also 1+h/1)%>% «~ 1,31 und ¢, = 1/6
|y gewihlt. Die auf ¢, folgenden Winkel-

~ ¥y amplituden ergeben sich aus der

zwischen den beiden Graphen gezeich-

Yy

neten Treppenkurve. Die ¢-Werte

der Sprungstellen entsprechen den

0 ' : : : : — Winkeln der Umkehrpunkte. Aus
2 £ z 233_7 2 Jrx Glg. (1) folgt, daB die Zunahme der

Amplituden von der Hubhdhe h, die
Abb. 2: Graph fiir y; und y, durch die Grofle des Fahrgastes bes-

timmt ist, sowie von der Anfangs-

amplitude ¢, und dem Abstand 1 des Schwerpunkies S von O, also von der Linge
der Seile, Ketten oder Streben abhangt, an denen Schaukelbrett oder Gondel be-
festigt sind. Fir den maximal erreichbaren Winkel ¢ = T gilt:

1 = (1 + h/)"sin(p,/2)
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Mit den obigen Werten h, 1 und ¢4 = 50 ergibt sich n ~ 11,5, d.h. man erreicht al-
so bereits nach ca. zwélf "Pumpvorgingen” den Uberschlag. Speziell fiir Qg = 0 ist
auch ¢ = 0, so daB die Schaukel durch Aufrichten und Niederhocken nicht aus der
Nullage heraus in Bewegung versetzt werden kann. Die Grifle des erforderlichen
Anfangswinkels wird bei Vorliegen einer konstanten Reibungskraft Fg u.a. durch das
Ausmaf von FR bestimmt [1].
Eine tiefgreifendere Erklarung des beschriebenen Verstarkungsvorganges erhilt man
durch Energiebetrachtungen. Beim Anheben seines Schwerpunktes S muffi der Fahr-
gast Arbeit gegen die Schwerkraft und gegen die Zentrifugalkraft verrichten. Letzte-
re mufl in einem rotierenden Bezugssystem zu den anderen wirkenden Krafte hinzu-
gerechnet werden. Diese Arbeit erhoht die Gesamtenergie. Zum Erzielen einer guten
Verstarkung mufl die zugefithrte Arbeit moglichst grofi sein. Letztere wird bei gegebe-
nem h dann am grofiten, wenn die Summe der zu iberwindenden Krifte einen
Hochstwert annimmt und zudem parallel zum Hubweg ist. Dies ist im tiefsten Bahn-
punkt B der Fall. Der Fahrgast sollte also moéglichst plotzlich aufstehen.
Senkt der Fahrgast seinen Schwerpunkt ab, so wird potentielle Energie entzogen.
Dieser Entzug wird ein Minimum, wenn das Absenken in den Umkehrpunkten erfolgt.
Hier ist ja lediglich die Schwerkraft wirksam, die an diesen Stellen mit dem Hubweg
auch noch den grofitmoglichen Winkel einschlieft. Der Fahrgast sollte also hier mo-
glichst plotzlich in die Hocke gehen. Wiirde er sich dagegen in den Umkehrpunkten
aufrichten und im Punkt B in die Hocke gehen, so wiirde sich die Gesamtenergie
seiner Masse verringern und die Schaukelbewegung abgebremst werden. Bei dem
Hubvorgang im Bahnpunkt B betragt die Energiezufuhr E;=mgh + m(vg - v21)/2.
Beim Absenken von S bzw. m im Bahnpunkt D wird die Energie Eg = mghcos ¢,
frei, so dafl der Energiegewinn insgesamt E, - Eg betrigt. Die Gesamtenergie zu Be-
ginn der zweiten Halbschwingung ist dann:

E; = mg(l+h)(1-cos®p,) = 2mg(l+h) sinz((p1/2)

= 2mg(1+h)(1+h/1)3 sin?(9y/2) = mgH, (1+h/1)3.

Bezeichnet man die Anfangsenergie mgH, mit E, so erhilt man: E; = Ej(1+h/1)3.
Zu Beginn der (n+1)-ten bzw. am Ende der n—ten Halbschwingung betragt daher
die enthaltene Gesamtenergie: E = E;(1+1h/1)3® und am Ende der n-ten Voll-
schwingung: E, = E,(1+h/1)62. (2a)
Die Werte der E_ bilden also eine geometrische Folge. Ist h/l« 1 so gilt niaherungs-
weise: E,  ~ Eg exp(6nh/l). Ist T die Zeit fiir eine Vollschwingung der Schaukel
mit T= (T;+ T,)/2 und T;= 2Ty (1+h)/g bzw. To,= 2T (l/g) , so kann E,  als
Funktion der Zeit t=nT dargestellt werden [5]:

E(t) ~ Eqexp(6ht/(T)) ; ®
dh. die Gesamtenergie wichst fiir h«1 exponentiell mit der Zeit. E(t) ist ferner
unabhangig von der Masse des Fahrgastes und wird nur durch die mittlere Schwin-
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gungsdauver T und die relative Anderung h/l = Al/l der Entfernung des Schwer-
punktes vom Drehpunkt beeinflufit. Die Unabhangigkeit von der Masse ist wie beim
gewohnlichen Schwerependel eine Folge der Gleichheit von schwerer und ftrager
Masse. Ursache fiir das exponentielle Wachstum der Gesamtenergie ist die direkte
Proportionalitit der Energiezunahme AE zur Gesamtenergie E, welche die Winkel-
amplitude im zugehorigen Umkehrpunkt festlegt. Bei Vergroflerung dieser Amplitude
wachst die Geschwindigkeit vy im tiefsten Bahnpunkt und damit auch die zu VB2
proportionale Zentrifugalkraft in B. Andererseits wird bei steigender Amplitude der
durch das Niederhocken entstehende Energieverlust Eg immer kleiner.

Die beschriebene Verstarkung einer Schaukelbewegung kann gut an Hand eines ein-
fachen Modellversuchs demonstriert werden. Man fithrt dazu das Ende der Schnur
eines geniigend langen Fadenpendels durch ein kleines Loch in einer Platte P. Die-
ses Loch stellt den Aufhingepunkt des Pendels dar. Ungefihr 2,5cm unterhalb von
P wird ein kleiner Pflock an der Pendelschnur zur Begrenzung der Anderung der
Pendellange befestigt. Das Pendel wird dann angestoen und seine Linge jeweils
beim Nulldurchgang bis zum Pflock verkiirzt. Beim Erreichen des jeweiligen Hochstaus-
schlags vergroflert man dann die Pendellinge wieder auf ihr urspriingliches Ma$.
Visiert man von oben durch das Loch von P, so ist der Nulldurchgang genau feststell-
bar. Bereits nach wenigen Schwingungen ist dann eine deutlich erkennbare Amplitu-
denzunahme zu beobachten. Zur Umlenkung der Zugrichtung beim Verkiirzen der
Pendelschnur kann letztere iiber eine oberhalb von P angebrachte Rolle gefiihrt wer-
den [3].

Ein eindrucksvolles Demonstrationsobjekt fiir die Verstarkung einer Pendelschwin-
gung durch Anderung des Parameters Pendellange (parametrischer Verstarker) ist
das Weihrauchfa von Santiago de Compostela, das seit 700 Jahren bei feierlichen
Gottesdiensten in der Kathedrale dieses Wallfahrtsortes geschwungen wird. Es hingt
an einem dicken Seil, das iber zwei in 20m Ho6he befestigte Holzrollen lauft und bis
zum Boden reicht, wo es von mehreren Mannern bewegt werden kann. Schwingt das
FaB (Masse ca. 60kg) durch den tiefsten Bahnpunkt, so ziechen die Manner mit einem
kraftigen Ruck an dem Seil und heben dabei das FaBl um ca. 3m an. Hat dann das
Fafl einen seiner Umkehrpunkte erreicht, lassen die Manner das Seil nach, soda das
Weihrauchfal wieder seinen urspriinglichen Abstand vom Aufhidngepunkt hat. Nach
17-maligem Ziehen und etwa 80s erreicht das Fafl mit seinem Seil fast einen Winkel
von 90° und schwingt bis ca. 1m an die Deckenwélbung heran. Auf seinem Weg zur
Nullage gewinnt das Fafl dann eine so grofe Geschwindigkeit,da der Luftzug die in
ihm enthaltenen glihenden Kohlen kraftig anfacht und der Weihrauch in dicken
Wolken hervorquillt [9].

Gleichung (3) kann noch verallgemeinert werden: Mit den zu ihrer Herleitung ver-
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wendeten Groflen T, , 'L, und T ergibt sich:

(1+h)/1 = 1+h/l = (T/T,)? oder Ty2h/l= T,2- T2 =(T;- T, ) (L+T,)

= 2(aT) T.

Daraus folgt: T.2-h/(IT) = 2AT: Beniitzt man noch Af = f, - f; mit f5 = 1/T5 und
f1 = 1/Ty, so gilt: Af = AT/(T,T,) und /AT = 2af-(£, /f,) .
Damit kann der Exponent in Glg. (3) in einer etwas allgemeiner gehaltenen Form
geschrieben werden. Man erhilt dann fiir ihn den Term 12Aftf,/f,. Fir f, ~ f,,
d.h. mit h«1 vereinfacht sich dieser zu 12Af t. Damit wird Glg. (3) zu:

E(t) ~ Egexp(12 Af t) , (6)

wobei Af die Differenz der beiden zu den Langen 14+h und 1 gehdrenden Frequenzen
f, und f,, ist, die sich bei dem Verstirkungsvorgang mischen (ihnlich wie bei dem
Entstehen von Schwebungen) [5].
Gleichung (6) legt nahe, dafi auch auf anderen Gebieten der Physik fiir Schwin-
gungsvorgange, deren Frequenz durch periodische Anderungen eines frequenzbestim-
menden Parameters - daher parametrische Verstarkung - rechteckférmig moduliert
werden kann, ein Anwachsen der Amplituden moglich ist. So konnen z.B. die Span-
nungsamplituden einer in einem Schwingkreis ablaufenden elektrischen Schwingung
durch periodische Anderung von Induktivitit oder Kapazitit dieses Kreises verstirkt
werden.

3. Parametrische Verstarkung elektrischer Schwingungen
Verkleinert man zB. die Kapazitit C eines ungedimpften Schwingkreises immer
dann, wenn die durch die elektrische Schwingung erzeugte Spannung U am Kon-
densator ihren positiven oder negativen Hochstwert erreicht hat, um einen be-
stimmten Betrag AC, so springt U um den Betrag AU. Da in einem solchem Kreis
zwischen Strom und Spannung eine Phasenverschiebung von T/2 besteht, ist der
Strom zu Zeiten maximaler Spannung gleich Null und die Ladung am Kondensator
daher konstant, soda mit U; > U gilt:

CU=(C-aC)1; . (N
Wird dann zur Zeit des Nulldurchgangs von U die Kapazitit C wieder auf ihren ur-
springlichen Wert vergrofert (wie der Abstand 1 im Falle der Schaukel), so erhéht
sich bei Wiederholung des Vorganges der Betrag der Spannungsamplitude weiter.
Wie bei der Schaukel ist dabei die Frequenz, mit der sich der Parameter des Systems
andert, doppelt so groff wie die Frequenz der verstirkten Schwingung. Schreiben wir
Glg. (7) in der Form:

(C+4AC) U, = CU,, so gilt am Ende der ersten Vollschwingung:

U, = (1+4C/C)2U,, und am Ende der n-ten Vollschwingung:

U,, = (1+AC/C)22U, . Der Gesamtenergieinhalt des Schwingkreises ist zu
diesem Zeitpunkt:
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E,, = 0,5(C+AC/C) U,2 oder: E,_ = Ey(1 +AC/C)*™ mit ®)

Ey = 0,5 (C+AC) Ug in Analogie zur Gleichung (2a). Unter Verwendung:

T, = 21/ L(C+AC) und T, = 2TyLC mit L=const. ergibt sich daraus in

gleicher Weise wie bei der Herleitung von Glg. (6) die Naherung:

E(t) ~ Eg exp(8aft). .
AC kann mechanisch durch Verdnderung des Plattenabstandes eines Kondensators
(Schwingkondensators) oder elektrisch durch Anderung der Kapazitit eines gesperr-
ten PN-Ubergangs (Kapazititsdiode) erzeugt werden. Im ersten Fall wird mechani-
sche Energie, im zweiten Fall elektrische Energie zugefiihrt. Bei einer Kapazitatsdio-
de verbreitert man (dhnlich dem Auseinanderziechen von Kondensatorplatten) durch
Erhohung einer an einem grofflichigen PN-Ubergang anliegenden Sperrspannung
Usp die ladungstrigerarme Zone (Zonenbreite d =~ 3/ fJ_S; ) Da die Kapazitats-
dioden fiir sehr hohe Frequenzen zur Verfigung stehen, konnen parametrische Ver-
stirker auch im Mikrowellenbereich eingesetzt werden. Ein Vorteil dieser Verstarker
ist ihr geringes Eigenrauschen. Die Verstirkung wird namlich in einem Blindwider-
stand (Kondensator) vorgenommen, der frei von statistischen Vorgangen des Lei-
tungsmechanismus ist, bei dem folglich keine thermisch bedingten Rauschspannun-
gen auftreten, die eine Verstarkung kleiner Spannungen unmoglich machen. Ebenso
entfallt das bei aktiven Bauelementen auftretende Schrot- und Stromverzweigungs-
rauschen. Das noch durch die Verlustwiderstinde des Verstarkers verursachte Rau-
schen kann durch Abkihlen auf tiefe Temperaturen gering gehalten werden, wie
dies in der Radioastronomie oder bei Satellitenfunkstationen der Fall ist.

4. Parametrische Verstarkung in der Optik
Tritt Laserlicht geniigend grofler Intensitat (elektrische Feldstarke) mit einem geeig-
neten Medium in Wechselwirkung, so miissen zur Beschreibung der in dem Medium
durch die Feldstarke E induzierten Polarisation P neben dem sonst iiblichen linearen
Term €yYE mit E = E;sin0t noch héhere Terme beriicksichtigt werden:

P = gy Epsin0t + €o),Eq%sin?0t +. . . + EgY,E sin®w0t
wobei ; den i-ten Term in der Entwicklung der elektrischen Suszeptibilitit beschreibt.
Bestrahlt man ein Medium mit ¥ = 0 fiir n>2 mit zwei verschiedenen Lasersigna-
len E; = E;sin);t und E, = E, sinll,t, so gilt fiir die Polarisation:
P = gy)y(E;+E,) + onz(E1+E2)2. Setzt man fiir E; und E, die zugehdrigen Funk-
tionen ein, so ergibt sich nach einigen trigonometrischen Umformungen, da8l in dem
Medium neben den Erregerfrequenzen (); und @, noch vier neue Frequenzen 20, 20,
W= 0; + 0, und B4 = W, - ), auftreten. Insgesamt miiften also vier neue Lichtwel-
len entstehen. Tatsidchlich kommen aber nicht alle zustande, da zwei Nebenbedin-
gungen zu erfiillen sind, namlich Transparenz des Mediums fur die neuen Frequenzen
und Anpassung der Brechzahlen zum Erzielen gleicher Ausbreitungsgeschwindigkeiten
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[10]. Als ein fiir diesen Zweck gut geeignetes Medium haben sich KDP-Kristalle (Kali-
umhydrogensulfat) erwiesen.

Im folgenden soll nun der Fall betrachtet werden, dafi allein die Welle mit der Fre-
quenz ) 3=0W, -0, zusatzlich entsteht. Formt man um, so ergibt sich W;=04+W,. Eine
Multiplikation mit b liefert den Energiesatz: ht)y = ht); +h'()y. D.h. ein Photon der
Frequenz ); wird umgewandelt in je ein Photon mit der Frequenz ©; bzw. 0, Laft
man also in das Medium zwei Wellen mit den Frequenzen ®; und 0, einfallen, so
gilt fiir zwei zugehorige Photonen h),;, h, die Gleichung: ht); +ht, = h)4+ 2hw,,.
D.h. aufgrund des nichtlinearen Verhaltens wird im Kristall die Intensitit der Wel-
le mit der Frequenz W, auf Kosten der Intensitit der zu der Frequenz @, gehdrigen
Welle verstarkt. Zusitzlich entsteht im Kristall eine Welle der Frequenz ()4 Neben
dem Energiesatz muf natiirlich auch der Impulssatz erfiillt sein. Daraus folgt, da
die entstehenden Wellen im Kristall gleiche Ausbreitungsgeschwindigkeit haben
missen. Ist diese Bedingung erfiillt, so wird mit zunehmendem Laufweg im Kristall
die Intensitdt der zu W, gehorigen "Pumpwelle” schwicher, wihrend die zu 0, und 04
gehorigen Wellen an Intensitat zunehmen.

Ein unmittelbarer Vergleich mit der mechanischen bzw. elektrischen parametrischen
Verstarkung ergibt sich aus der Wirkungsweise eines optischen parametrischen Os-
zillators, der ohne eine zweite Erregerfrequenz W, arbeitet. In diesem Oszillator wird
der Kristall nur mit einer "Pumpwelle” der Frequenz (), bestrahlt. Da sich in der
Wirmestrahlung (Rauschen) des Systems immer Photonen mit geeigneter Frequenz
Wy befinden, bilden diese das Signal, das im Zusammenwirken mit dem Pumpsignal
und dem nichtlinearen Medium verstarkt wird. Zur Optimierung dieses Vorgangs
wird das Medium in einen Perot-Fabry-Resonator gestellt und der Reflexionsfaktor
der Spiegel fiir die Frequenz (), moglichst hoch und fiir die Pumpfrequenz (); mog-
lichst niedrig gewahlt. Das Licht der Frequenzen (), und #4 liuft dann zwischen den
Spiegeln hin und her und wird bei jedem Durchgang etwas verstarkt. Falls die Ver-
luste geringer sind als die Verstarkung, strahlt die Apparatur die beiden Frequenzen
0, und 04 ab. Wahlt man in Analogie zu unserem mechanischen und elektrischen
Beispiel 0; = 20, und 0, = () , so ist auch Wy = Wy und man erhilt nur Licht der
subharmonischen Frequenz ), Wie im mechanischen und elektrischen Fall ist dann
die Frequenz, mit welcher der zustandige Parameter des Systems geandert wird,
doppelt so grof wie die Frequenz der verstirkten Schwingung.

Der Vorteil der optischen parametrischen Systeme liegt darin, da die zu verstark-
ende Frequenz (Signalfrequenz) ), nicht mehr durch diskrete atomare oder moleku-
lare Zustinde festgelegt wird. Sie muf nur entsprechend dem Impulssatz durch An-
passung der Brechzahlen die Bedingung gleicher Ausbreitungsgeschwindigkeit bezig-
lich der Pumpfrequenz erfilllen und ist sonst frei wahlbar. Die Erfiilllung dieser Be-
dingung kann in einem nichtlinearen Medium durch Andemng der Temperatur fir

kontinuierlich variable Frequenzen gewahrleistet werden. Das parametrische System
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ist damit kontinuierlich durchstimmbar. Hat z.B. das Pumplicht eine Frequenz von
5,67-101% Hz (Wellenlinge 529nm) und verwendet man als Medium einen direkt ver-
spiegelten Lithium—Niobat—Kristall, so kann durch Verinderung der Temperatur von
49°C bis 62°C ein Wellenlangenbereich von 1160nm bis 960nm iiberstrichen werden.
Die Verspiegelung des Kristalls ist dabei so gewiahlt, daf das griine Pumplicht gut ein-
treten kann, fir die neu erzeugten Frequenzen aber hohe Reflexion auftritt. Im para-
metrischen Oszillator wird also Licht nach einem ganz anderen Prinzip wie beim iib-
lichen Laser erzeugt. Die neu entstandenen Photonen entstammen dem nichtlinearen
Prozefi der Umwandlung eines Photons in zwei neue Photonen. Die neu auftretende
Energie entspringt somit nicht aus angeregten atomaren oder molekularen Zustinden,
sondern aus dem Lichtstrahl. Trotzdem hat die so erzeugte Strahlung die typischen
Eigenschaften des Laserlichts: Biindelung, Kohirenz und Monochromasie.

5. Sinusformige Parameteranderung beim Schaukeln
Im Gegensatz zu unserem jeweiligen mechanischen und elektrischen Beispiel ge-
schieht die Anderung des frequenzbestimmenden Parameters im optischen Bereich
kontinuierlich sinusférmig. Es soll nun untersucht werden, wie sich eine derartige
Parameterinderung bei dem mechanischen Vorgang des Schaukelns auswirkt. Wir
betrachten dazu wieder das System Fahrgast-Schaukel als einfaches mathematisches
Pendel mit der Masse m, dessen Lange 1 sich sinus- oder cosinusformig mit der Zeit
indert: 1=1(14+¢f(t)), mit f{t) = cos(nWt) oder f(t) = sin(nwt): 1 ist die mittlere
Pendellange, W= /ng— D.h. die Anderung des Parameters 1 soll mit einem Viel-
fachen der Frequenz des Pendels bei der Lange 1 erfolgen. Ferner wird im folgen-
den €«1 vorausgesetzt.
Bei einem Winkelausschlag ¢ ist dann mglsing das Drehmoment der Schwerkraft
mg um die Pendelaufhingung O und miZ%¢ der Drehimpuls der Pendelmasse m be-
ziglich O. Als Differentialgleichung der Pendelschwingung ergibt sich daraus:

—mglsing = d/dt(mlzcb) = m(211¢ + 1%5) oder I3 + 2i¢ +gsing = 0.
Beschrinkt man sich auf kleine Winkel ¢, so gilt:

13 +2l¢ +gp=0. (9)
Der Term mit 1 kann durch die Substitution x(t) = I(t) - ¢(t) beseitigt werden, da

X =19 + 2i¢ + 15 ist. Glg. (9) erhilt dann die Form:

1 +@g-Dx=0mit1=¢T §(t) . (10)
Die Substitution T=0t fithrt zu fT) = sin(n?) oder fT) = cos(nT),
x(t) = y(1) = I(1)-¢(1) und %(t) = 0%y’ (1), wenn y'(1) die zweite Ableitung von y(1)
nach T ist. Ebenso gilt §(t) = 0?f(1). Damit wird unter Beriicksichtigung von L)
die Gleichung (10) zu:

vy + (1 - ef(1)y/1+££(1)) = 0, und bei Erweiterung des Bruchterms mit
1-€f(T) und Vernachlissigung aller Terme mit £2

Yy +y~e(H1)+ £(1)y. (11)



Ist yo(7) fiir €=0 eine Losung von Glg. (11), so kann jede Lésung y(1) von Glg. (11)
in der Form y(1) = yu(T) + Ay(T) dargestellt und y(T) auf der rechten Seite von
Glg. (11) dementsprechend ersetzt werden. Damit entsteht auf dieser Seite der Fak-
tor €yy(T) +EAy(T) mit €<«1, wobei Ay(T) fiir kleines T oder t in 1. Naherung zu 1
bzw. t direkt proportional angenommen werden kann (Ay(T) « t). Beschrankt man
sich auf Zeiten, fiir die €Ay(T) vernachlissigbar klein ist, z.B. auf Zeiten kleiner als
die Ordnung von 1/¢ (aus €Ay(T) < 1 folgt namlich Ay(T)x t<{1/€), so laBit sich Glg. (11)
weiter vereinfachen. Wahlt man fiir die Funktion y,, die sozusagen das Ausgangsele-
ment fiir die modulierte Schwingung bildet, y, = ¢-1(0)cosT mit & = ¢(0) so erhdlt man
aus Glg. 11 fiir f(T) = cos(n?) oder 1(1) = 1(1 + £cos(n?)) solange ¢ -(f+f )<l ist [3]:
y 4+ y ~ €01(0)(1-n%)cosT - cos(nT)

% 0,5¢ 0 1(0)(1- n2)(cos(n+1)T + cos(n-1)T) mit (10)=T1+€)).  (12)
Glg. (12) ahnelt damit der Differentialgleichung einer erzwungenen Schwingung mit
kleinem zwingenden Term. Die allgemeine Losung fiir n+# 2 ist dann [3]:

T 1(0 nZ-1 n%-1 [ cos(n+1)1 cos(n—1)1
oT) = %: a%{(l—sm)cos’[+8 - ( °§(+2 )y n(_2 ) )} (13)
Bildet man (1) nach der Quotientenregel, so ergibt sich aus ¢'(T) =0 die Zeit bis zum
Erreichen des ersten Spitzenwertes des Winkels @. ¢'(1)=0 fiir T=T oder t = T/ 1/g.
Es ist dann (1) = 1(1+€¢) und gemiB Glg. (13) gilt:
_y(m 1+E{_ n2-1 _ n%2-1 }

(P(m_l(n) =0 1+*3(112—4 * n?2-4 )i
wobei das obere Vorzeichen fiir gerade n und das untere Vorzeichen fiir ungerade n
gilt. Als Amplitudenzunahme erhdlt man dann: AQ(T) = |Q(T)| — & = O fiir gerade
n mit n# 2 und AP(T) ~ — 6£0/(n2—4) fiir ungerade n. In beiden Fillen ist (2M)=0
und der Fahrgast kehrt daher immer wieder zum Ausgangspunkt zuriick, wenn er
beim Zuriickschwingen den Schwerpunktsabstand 1 nach derselben Funktionsvorschrift

andert.

L e Diese Erfolglosigkeit erklart sich physikalisch da-
. i
LI durch, daB8 fir gerade n und €> 0 sich die hinein-

0 gesteckte bzw. herausgeholte Energie aus Symme-
‘ W@ ¢ \\? triegrinden innerhalb einer Halbschwingung aus-
AN gleichen (s. Abb. 3). Fiir ungerade n und ¢> 0 gilt

( ' dasselbe innerhalb einer Vollschwingung.
m /’-b\)\ Ein Aufschaukeln ist fiir £ > 0 und ungerades n nur fiir
- T n=1 moglich, wenn der Insasse am Riickweg den

Schwerpunktsabstand I(T) bis zum Erreichen von ¢(27)
Abb. 3 (nach [3]) beibehdlt und erst dann wieder zu 1(0) zuriickkehrt
und von da ab seine Bewegung wiederholt.
Fir ungerade n ist noch fir €< 0 eine Amplitudenzunahme nach der ersten Halb-
schwingung festzustellen, da hier wie fir n=1 und € > 0 jeweils in der naheren Umge-
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bung des tiefsten Bahnpunktes Hubarbeit gegen gréfere Werte der Summe aus Zen-
trifugalkraft und Schwerkraftkomponente verrichtet werden mufl. Die fir €< 0 und
ungerade n mit n# 1 auftretenden AQ(T) sind kleiner als die entsprechende Zunahme
2¢ o fiir n=1, da verrichtete und gewonnene Arbeiten sich teilweise kompensieren. Bei
n=2 heben sich hineingesteckte und gewonnene Arbeit innerhalb einer Halbschwin-
gung vollstindig auf (s. Abb.3), soda keine gesonderte Diskussion der zugehdrigen
Losung der Differentialgleichung (12) notwendig ist.

Fiir f(1) =sin(nT) oder (1) = I(1 + €sin(nT)) erhilt man statt Glg. (12) eine Diffe-
rentialgleichung, in der cos(n+1)7, cos (nT) und cos(n-1)T durch entsprechende
Sinusfunktionen ersetzt sind. Als allgemeine Losung dieser neuen Differentialglei-
chung ergibt sich fir ns# 2

.1 . nZ- 1 /sin(n+1)T  sin(n—1) 1
o(1) = 50 {cosT + Atsin? +¢ =" ( T )} (14)

wobei A durch die Anfangsbedingung fiir ¢ (1) festgelegt ist. Aus Glg. (14) und I(T)=1
folgt @(T) =—0a, Q(21) = «.; d.h. es erfolgt keine Amplitudenzunahme fiir n+# 2. Fir
n=2 erhilt man als Niherungslosung der neuen Differentialgleichung fiir ¢’(0)=0 :
o(1) = aT/i(1) - (cosT + 0,75 £(sinT + TcosT) + 1/6-£sin3t ); (15)

Hier ist |Q(T)| = a(1+0,757¢€), also AQ(M) = [Q(M)| — & = 0,75Te® [3]. Dasselbe
ergibt sich fiir ¢(27) — |Q(M)|. n=2 (s. Abb. 4) liefert damit die einzige sinusformige
Anderung von 1, die sowohl beim Vorwirts- als auch beim Zuriickschwingen eine
Vergroflerung der jeweiligen Amplitude erzeugt. Man vermutet hier zu Recht eine
Art Resonanzeffekt. Projiziert man namlich die Schwingung eines mathematischen
Pendels der Lange 1 und der Frequenz ( in Richtung der Schwingungsebene auf ei-
ne dazu senkrechte Vertikalebene, so entsteht eine periodische Bewegung in verti-
kaler Richtung, die mit der doppelten Frequenz 20 ablauft. 20 ist aber auch die
Frequenz der Parameteranderung. Ferner besteht
eine Phasenverschiebung von T/2 zwischen der
durch Projektion erzeugten Vertikalbewegung und
der sinusformigen Parametervariation. Frequenz-
gleichheit und T7T/2— Phasenverschiebung zwischen
Erreger und Resonator sind aber Merkmale eines
Resonanzfalles. Allerdings hat der in der Projektion
erscheinende Vertikalanteil z der Pendelschwingung
nicht den Verlauf einer einfachen Sinusfunktion
der Zeit. Fiir z gilt nimlich: z=1(1 — cosQ) mit
¢ = Pgcos Wt fiir kleine Winkel ¢. Lediglich eine 1.
Niaherung von z kann durch alleinige Verwendung
Abb. 4 von cos 20t gebildet werden.
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Abb. 5 (nach [2])

I(1-€) —

Abb. 6: (n. [3])

. L i TR— PR e -
S | - wos1; : sin27

Abb. T: (nach [7])

Die Amplitudenmunahme A9 ist auch bei
sinusformiger Parameterindernng direkt
proportional zum Ausgangswinkel. Die
Schankelbewegung laBt sich daher auch
in diesem Fall nur schlecht aus kleinen
Winkeln heraus verstarken. In Abb. 5
[2] ist in einer Zeitaufnahme die Spur
einer kleinen Blitzlampe aufgezeichnet,
die am Girtel eines schaukelnden Kin-
des befestigt war. Die Spur beginnt im
Punkt A (Abb. 5) und umfait dreicinhalb
Vollschwingungen. Der fiir die Verstar-
kung der Schaukelbewegung notwendige
"Pumpvorgang” wurde von dem Kind nur
wahrend der Vorwirtshalbschwingung
ausgefithrt und die Lampe erst nach Voll-
endung von zweieinhalb Vollschwingungen
gezuindet.

Die Lampenspur zeigt natirlich nur ein
recht grobes Bild der wahren Bahnkurve
des Schwerpunktes des Kindes im Ver-
lauf der komplexen "Pumpbewegung”. In
groben Zigen bestatigt diese Spur die
Proportionalitat der Amplitudenzunahme
zum jeweiligen Ausgangswinkel

Aus Abb.5 kann ferner der ungefahre
Graph der Funktion 1_(T) entnommen
werden, nach der sich bei emner wirkli-
chen Schaukelbewegung die Pendellange
andert. ]‘,['.! ist in Abb. 6 [3] mit den
beiden Funktionen cosT und sin2T ver

glichen, die nach unseren Berechnungen
bei sinus- oder cosinusformiger Anderung
der Pendellinge | den wirksamsten
Amplitudenzuwachs liefern. Man er-
kennt, daf 1_(T) diesen beiden Funktio-

nen recht nahekommt und dafl in allen
Fallen l{T) beim Abwartsschwingen grofier
als beim Anfwiirtsschwingen ist und da-
her in der naheren Umgebung des tief-



sten Bahnpunktes Hubarbeit gegen Zentrifugalkraft und Schwerkraftkomponente
verrichtet wird.

Als Demonstrationsversuch zur parametrischen Verstirkung bei sinusformiger Ande-
rung der Pendellinge kann das bereits frither beschriecbene Experiment dienen,
wenn das Ende der Pendelschnur am Rand einer gleichmafiig rotierenden, motorbe-
triebenen Scheibe befestigt ist. (Vgl. Abb. 7; P: Platte mit Loch).

6. Verstarkung von Schaukelschwingungen durch Drehbewegungen

Wie bereits erwihnt, kann eine in Ruhe befindliche Schaukel nicht durch blofles
Anheben und Senken des Schwerpunktes des Insassen in Bewegung gesetzt werden.
Beobachtet man ein Kind, das auf einem an Seilen oder Ketten befestigten, ruhen-
den Schaukelbrett sitzt oder steht, so sieht man, daf das Kind durch Zuriick- oder
Vorlehnen, also durch Drehungen die Schaukelbewegung einleiten und verstirken
kann.

Erfolgt das Vorwartsschwingen z. B. von links nach rechts und das Zuriickschwin-
gen von rechts nach links, so muf§ sich fiir ein Ingangsetzen und Verstirken der
Schaukelbewegung ein sitzendes Kind kurz vor Beendigung des Vorwartsschwingens
nach vorn lehnen und damit eine Drehung im Uhrzeigersinn ausfithren und kurz vor
dem Ende des Zuriickschwingens zuriicklehnen, also sich entgegengesetzt zur Uhrzei-
gerbewegung drehen. Bei diesen Bewegungen werden durch Ziehen oder Driicken die
Befestigungsseile oder Ketten so gespannt, daB die Summe der dadurch auftre-
tenden Krafte (dhnlich wie in Abb. 8) die riicktreibende Wirkung der Schwerkraft
unterstiitzt. Die bei diesen Verformungen verrichtete Arbeit fithrt der Schaukelbe-
wegung Energie zu. Es ist aber nicht das Verformen der Seile oder Ketten allein,
das die Verstirkung der Schaukelbewegung verursacht. (Dies ergibt sich schon da-
raus, da auch eine Schaukel mit starren Befestigungsstreben durch Vor- und Zu-
ricklehnen des Beniitzers in zunehmende Schwingungen versetzt werden kann.)
Vielmehr tragt dazu auch das Starten und Stoppen der Drehbewegungen bei, die
zum Spannen der Seile oder Ketten fihren und die der Beniitzer B im Sitzen im
wesentlichen um seinen Schwerpunkt ausfiihrt, und fiir die er die notwendigen
Drehmomente aufbringen muf. Ist beim Ablauf dieser Drehbewegungen das Sy-
stem Benutzer-Schaukel abgeschlossen, so mul der Gesamtdrehimpuls des Systems
erhalten bleiben und die Schaukel reagiert ahnlich einem Drehschemel auf die
Drehimpulsinderungen von B. Befindet sich z. B. die Schaukel in der Phase des
Zuriickschwingens, d. h. bewegt sie sich im Uhrzeigersinn um ihren Aufhingepunkt
O, so wartet der Beniitzer B im allgemeinen, bis dieser Vorgang nahezu beendet ist
und beschleunigt dann diese Schwingungsbewegung weiter, indem er unter Erzeugung
eines gegen den Uhrzeigerumlauf gerichteten Drehmomentes (Zuriicklehnen) eine Dre-
hung um seinen Schwerpunkt S mit dementsprechender Drehrichtung einleitet.
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Hat die Schwerkraft die Bewegungsrichtung der Schaukel
umgekehrt (Beginn der gegen den Uhrzeigerumlauf erfol-

genden Vorwartsschwingung), stoppt B die Gegenuhrzei-
Beschleunigung gerrotation um S und erteilt damit sich und der Schaukel
einen zusatzlichen Schwung um O in Richtung des gegen
die Uhrzeigerdrehung erfolgenden Vorwartsschwingens.
Entsprechend initiiert B am Ende des Vorwartsschwingens
durch Vorlehnen eine Drehung im Uhrzeigersinn und
verstarkt so die Gegenuhrzeigerrotation der Schaukel um
O. Bei Beginn des Zuriickschwingens stoppt B seine Rota-
tion um S und erteilt damit sich und der Schaukel eine
zusatzliche Drehbewegung um O im Uhrzeigersinn, also in
Richtung des Zuriickschwingens [8].
Steht B auf der Schaukel, so kann er in derselben Weise
wie im Sitzen durch Vor- und Zuriicklehnen Kréifte in den
Seilen oder Ketten (vgl. Abb. 8) und Drehmomente in der
Néahe der Umkehrpunkte erzeugen. Dabei richtet sich B im
allgemeinen von einer Schriglage wahrend des Vorwirts-
schwingens zu einer mehr aufrechten Stellung wahrend

des Zurickschwingens auf.

Abb. 8: (nach [7]) Die Vergrofierung der Schwingungsamplituden einer Schau-
F,, F,: Krifte auf die kel durch Drehbewegungen erfolgt somit nach ganz ande-
Hinde ren und komplizierteren physikalischen Gesetzen wie das

Anwachsen der Amplituden bei parametrischer Verstar-
kung. Die periodisch erzeugten Drehmomente und ihre Wirkung auf die Schaukelbe-
wegung sind unabhingig von der Grofle der Schwingsamplitude bzw. von der gespei-
cherten Energie. Die mittlere Energiezufuhr ist daher annahernd konstant und die
enthaltene Gesamtenergie wachst linear statt exponentiell.

Dieses Resultat bestatigt die bekannte, experimentell bestitigte Tatsache, daf die
parametrische Verstirkung von einem bestimmten Winkel ab wesentlich wirkungs-
voller wie die Methode der Drehungen ist. Das optimale Vorgehen fiir ein moglichst
rasches Anwachsen der Schaukelamplituden besteht daher darin, da man zunéichst
die ruhende Schaukel durch Drehbewegungen zu immer gréfleren Amplituden anregt
und dann ab einem gewissen Winkel die Schaukelbewegung parametrisch verstarkt.
Hiufig werden auch beide Anregungsmechanismen verkniipft. Ein auf einem Schau-
kelbrett zwischen den Befestigungsseilen stehendes Kind geht namlich nur selten in
den Umkehrpunkten einfach in die Kniebeuge. Normalerweise lafit es sich z. B. am
Ende des Zuriickschwingens gleichzeitig durch Ausstrecken der Arme zuriickfallen,
bis es bei Beginn seiner Vorwirtsbewegung durch seine Armmuskeln gestoppt wird
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und sein gegen den Uhrzeigerumlauf gerichteter Drehimpuls sich in eine ebenso
gerichtete Drehbewegung von Kind und Schaukel um O umwandelt. Die beim Zu-
rickfallen im Gravitationsfeld aufgenommene Energie verwandelt sich dabei in
kinetische Energie der Drehbewegung um O. Da8 sich eine ruhende Schaukel wah-
rend des Zuriickfallens des Kindes nicht im Uhrzeigersinn dreht, erklart sich da-
durch, dal in diesem Fall ein abgeschlossenes System erst nach Einbeziehen der
Erde vorliegt und eine Bewegung des Teilsystems Erde-Schaukel als Reaktion auf
die Bewegung des Kindes nicht beobachtbar ist.
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Anmerkung zu Gleichung (2)

Fir kleine Winkel ¢ und h/l«1 folgt aus Glg. (2): ¢;~ ¢5(1+15 h/l) und damit
AP~1,5h Qg/l. Zum Vergleich der Amplitudenzunahme in Zusammenhang mit Glg. (15)
oder (13) mu8 man beachten, da8 1+h=1(1+ €¢), 1=1(1-¢) und h daher 21¢ ent-
spricht. Daraus ergibt sich h/l = 2¢/(1-¢) ~ 2¢ und damit AQ~3EX wegen U= ¢Q,. Dieses
AP ist also grofler als die aus Glg. (15) oder (13) folgenden Amplitudenzunahmen
0,75T €0 bzw. 2€0 in Ubereinstimmung mit der sich rein anschaulich ergebenden, je-
weiligen Energiezufuhr.





